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写像により変換された曲線の折返し点を用いた位相的エントロピー

の計算
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あらまし 本論文では離散力学系の位相的エントロピーの実用的な計算手法を提案する．この手法のアイデア
は，状態空間において写像により変換された曲線の折返し点の個数を位相的エントロピーに結び付けることであ
る．この手法は従来の方法に比べてより広い範囲の系に適用することができる．二次元以上の具体的な写像に対
して適用した結果，比較的高次元の系に対しても実用的な計算コストでこの手法を用いることができることが分
かった．
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1. ま え が き

本研究では，C1 級写像 f : R
d → R

d により与えら

れる離散力学系

xν+1 = f(xν) (ν = 0, 1, . . . ) (1)

の位相的エントロピーの計算方法について考える．位

相的エントロピーは力学系が示す軌道の多様性という

観点から力学系の複雑さを定量化する指標である．

位相的エントロピーの数値計算では，次の式 (2)が

よく用いられる．

h(f) = lim
n→∞

1

n
log Nn(f) (2)

ここで，h(f) は写像 f によって与えられる力学系の

位相的エントロピー，Nn(f) は写像 f の最小周期が

nの約数となる周期点の個数である．位相的エントロ

ピーの数値計算法は，これまでにいくつか提案されて
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いる．一次元の離散力学系に対する計算方法には，単

峰写像に対してニーディング理論を用いた方法 [4], [5]，

写像をマルコフ写像で近似する方法 [9]，全変動の指数

的増大率を見積もる方法 [10] がある．それに対して，

二次元以上の写像に対しても適用可能な方法には，写

像の周期点を含む領域の個数を見積もる方法 [7]，体積

の指数的増大率を見積もる方法 [8]，写像の Jacobi 行

列の空間積分の指数的増大率を見積もる方法 [11]，状

態空間の分割をMarkov分割に近づける方法 [12]，不

安定周期軌道を用いて生成分割を構成する方法 [16]，

周期点の存在範囲を区間演算で求めその個数の指数的

増大率を求める方法 [13] などがある．

本研究では，簡便で高次元写像にも適用可能な方法

である Chen らの方法 [7] と Jacobs らの方法 [11] に

着目する．Chen らの方法は，写像 f の周期点を含む

領域の個数を求め，その指数的増大率を位相的エン

トロピーとして求める．その際，f の逆像を求めるこ

とを要求する．一方，Jacobs らの方法は，写像 f の

Jacobi行列 Df(x)の最大絶対値の固有値 λmax(x)の

空間積分の指数的増大率を位相的エントロピーとして

求める．この方法は，λmax が他の点に比べ極端に大

きくなる場合に対しては，位相的エントロピーの見積

もりを誤ってしまう可能性がある．それに対して，本

論文で提案する折返し点法は，f の逆像を用いること
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なく，また Jacobs らの方法が問題となる写像に対し

ても位相的エントロピーの値を見積もることができる．

以下，2.では写像のアトラクタを特徴づける指標と

して，写像の周期点の個数，写像の Jacobi 行列の最

大絶対値 λmax の空間積分，全変動，写像により変換

された曲線の折返し点の個数に着目し，logistic 写像

に対して写像の反復回数 kに対するそれぞれの指数的

増大率を求める．本研究では写像により変換された曲

線の折返し点の個数に着目し，3.で折返し点の個数に

着目した位相的エントロピーの計算方法について述べ

る．4.でいくつかの写像に対して提案手法を適用した

結果を示す．

2. アトラクタの複雑さを特徴づける指標
の比較

位相的エントロピーを求めるために，本研究ではア

トラクタの複雑さを特徴づける指標に着目する．数値

計算に適した位相的エントロピーの式 (2)を用いるに

あたり，Jacobs ら [11] は写像の周期点の個数と写像

の Jacobi行列 Df(x)の最大絶対値の固有値 λmax(x)

の空間積分を，Baldwinら [10]は写像の周期点の個数

と写像の全変動を，それぞれ結び付けている．更に，

Misiurewicz ら [15]は一次元の区分的連続関数に対し

て，写像の全変動と写像による折返し点の個数の指数

的増大率が等しいことを示した．そこで，ここでは，

アトラクタの複雑さを特徴づける指標として，写像の

周期点の個数，写像の Jacobi 行列の最大絶対値の固

有値 λmax の空間積分，全変動，写像により変換され

た曲線 fk(γ) (γ : [0, 1] → R
d)の折返し点（以下，折

返し点と呼ぶ）の個数に着目する．例として，一次元

の logistic 写像

xν+1 = f(xν)

= axν(1 − xν) (ν = 0, 1, . . . ) (3)

に対してこれらの指標を計算したものを図 1 に示す．

logistic写像 (3)においてパラメータの値が a = 3.9

の場合に対して写像の周期点の個数，写像の Jacobi

行列の最大絶対値の固有値 λmax の空間積分，全変動，

写像により変換された曲線 fk(γ) (γ : [0, 1] → [0, 1])

の折返し点の個数を計算したところ，図 2 を得た．

以下，アトラクタの複雑さを特徴づける四つの指標

の関係の導出と，位相的エントロピーを見積もる際に

有用な指標についての議論を一次元写像に対して行う．

二次元以上の写像に対しては 2. 2で述べる．

図 1 logistic 写像 (3)（a = 3.9）におけるアトラクタの
複雑さを特徴づける指標．●：k 周期点．■：折返し
点．この図では Pk = 8，tk = 15．Lk は |dfk/dx|
の空間積分，Var(fk)は隣接折返し点間の y 座標の
差の絶対値の和で求める．

Fig. 1 Characteristic indices for the complexity of at-

tractor of the logistic map (a = 3.9). ●: k-

periodic points. ■: turning points. In this

figure, Pk = 8, tk = 15. Lk is calculated by

spatial integration of |dfk/dx| and Var(fk) is

by the sum of the variations between adjacent

turning points.

図 2 logistic 写像 (3)（a = 3.9）のアトラクタの複雑さ
を特徴づける指標．k：写像の反復回数．●：周期点の
個数 y = log Pk．■：λmax の空間積分 y = log Lk．
▲：全変動 y = log Var(fk)．△：折返し点の個数．
y = log (tk + 1)

Fig. 2 Characteristic indices for the complexity of at-

tractor of logistic map(3) (a = 3.9). k: num-

ber of iterates of map. ●: number of peri-

odic points. y = log Pk. ■: spatial integra-

tion of λmax(x) y = log Lk. ▲: total varia-

tion. y = log Var(fk). △: number of turning

points. y = log (tk + 1).

2. 1 一次元写像

単位区間 I = [0, 1] 上の一次元写像 f : I → I を考

える．f の k 周期点の個数を Pk，fk の微分係数の空
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間積分を Lk =
∫
(fk)−1(I)

|λ(k)(x)|dxとする．ここで，

λ(k)(x) = dfk(x)/dxであり，この値を I∩(fk)−1(I)

上で積分したものが Lk である．また，写像 f の全変

動をVar(fk)，折返し点の個数を tk と表す．これらの

諸量の間には，

lim
k→∞

1

k
log Pk ≈ lim

k→∞
1

k
log Lk

= lim
k→∞

1

k
log Var(fk) = lim

k→∞
1

k
log (tk + 1)

(4)

という関係がある．それぞれの関係は以下のように考

えることができる．

(i) Pk と Lk の関係

周期点の個数 Pk の指数的増大度を微分係数の空間

積分 Lk の指数的増大度で近似できることを示す．単

位区間 I = [0, 1] を互いに交わらない N 個の区間 Ii

(i = 0, 1, . . . , N) に分割する．このとき，遷移行列

A = (aij)を，

A = (aij) =

{
1 (Ij ∩ f(Ii) �= φ)

0 (Ij ∩ f(Ii) = φ)
(5)

で定める．また，記号力学系のシフト写像 σ を

σ(s0s1 . . . ) = (s1s2 . . . ) を満たす写像と定義する．

分割数 N が十分大きいとき，写像 f の k 周期点の個

数 Pk は，

Pk � tr(Ak) (6)

と見積もることができる（ここで，trはトレースを表

す）．この理由は，写像 f の k 周期点 p(k)∗ に対して，

fν(p(k)∗) ∈ Isν (ν = 0, . . . , k − 1) (7)

とすると，周期点 p(k)∗ は記号列 s0s1 . . . sk−1 で表さ

れる．そのような k 周期点 p(k)∗ を表した記号列では

s0 = sk となるので，その個数は tr(Ak)で表すことが

できる [1]．分割数N が十分大きくなるにつれて，異な

る k周期の記号列の個数はもとの力学系の異なる k周

期点の個数に近くなる．また遷移行列 Aの最大固有値

を λσ と表すと，k が大きくなるにつれて tr(A(k))の

中で支配的になるのは (λσ)k の項である．したがって，

tr(Ak) ∼ (λσ)k (8)

が成り立つ．分割数 N を十分大きくとると，もとの

力学系 f と記号力学系 σ は同じ振舞いをすると考え

られるので，

lim
k→∞

1

k
log Pk ≈ lim

k→∞
1

k
log Lk (9)

を得る．(9)は f と σ が位相共役の関係にあるときに

等号が成り立つ．また，一般の写像に対しても，(9)

の関係が近似的に成り立つ場合があることが数値実験

で確かめられている [6], [11], [13]．

(ii) Lk と Var(fk)の関係

微分係数の空間積分 Lk と全変動 Var(fk)の指数的

増大率が等しいことを示す．fk の単調な区間を Ji =

[xi, xi+1] (i = 1, . . . , tk)とおく．x1 = 0，xtk+1 = 1

である．このとき，Var(fk)は，

Var(fk) =

tk∑
i=1

|fk(xi+1) − fk(xi)| (10)

と表される．写像の反復回数 kが大きくなると，Ji の

幅Δxi = xi+1 − xi は 0に近づく．したがって，

Lk =

∫
I∩(fk)−1(I)

∣∣∣∣dfk

dx
(x)

∣∣∣∣ dx

=

∫
I∩(fk)−1(I)

|dfk(x)| (11)

�
tk∑

i=0

|fk(xi+1) − fk(xi)| (k 	 1)

となり，

lim
k→∞

1

k
log Lk = lim

k→∞
1

k
log Var(fk) (12)

が成り立つ．

(iii) Var(fk)と tk の関係

全変動 Var(fk)と折返し点の個数 tk の指数的増大

度が等しいことについては， [15]を参照されたい．以

上により，関係式 (4)が成り立つことが示された．

logistic 写像 (3)（a = 3.9）に対してアトラクタの

複雑さを特徴づけるこれらの指標を計算した図 2 を見

ると，いずれのパラメータにおいても，周期点の個数

Pk，全変動Var(fk)，折返し点の個数 tkは写像の反復

回数が高くなってもその指数的増大率を見積もること

ができていることが分かる．それに対して，微分係数

の空間積分Lk については写像の反復回数 k = 20付近

で写像の反復回数に対する指数的増大率が大幅に変化

していることが分かる．この理由は，写像の反復回数

kが大きいほど x = 0, 1付近での dfk(x)/dxの値が極

端に大きくなるため，数値計算で Lk の値を求める際
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に x = 0, 1 付近での微分係数の最大値 max
x∈I

(λ(k)(x))

の値が支配的であるからと考えられる．したがって，

このような例では k ≥ 20において本来求めるべき Lk

の指数的増大率を求めることができない．調べる空間

の固有値の空間積分を数値計算で求める際には有限個

の点の固有値の和で代替する必要があるが，この例の

ように極端に固有値の値が大きくなる点が存在する場

合は，写像の微分係数の絶対値の空間積分（二次元以

上では写像の Jacobi 行列の最大固有値の絶対値の空

間積分）を用いるのは適切ではないことが分かる．

2. 2 高次元写像（d ≥ 2）

前節で用いた折返し点を二次元以上の力学系に対し

て定義する．

［定義 1］ C1 級写像 f : R
d → R

d を考える．このと

き，曲線 γ : [0, 1] → R
d に対して，Dfk(γ(t))γ′(t)

の少なくとも一つの成分の正負が反転する点を，k 回

写像により変換された曲線 fk(γ)の折返し点と定義す

る．以下，簡単のため折返し点と呼ぶ． �

位相的エントロピーの値を見積もるのに写像の反復回

数が多数必要な力学系に対しては，前節で述べた理由

により Jacobsらの方法が適用できない可能性がある．

また，二次元以上の写像に対しては周期点の個数 Pk

よりも写像による曲線の折返し点の個数 tk を得る方

が容易である．以上を踏まえ，本研究では tk を用い

て位相的エントロピーを見積もることにする．二次元

以上の写像 f : R
d → R

d に対しても，最終的には最

大固有値の固有ベクトル方向に伸張されていくため一

次元的に扱えると考えられる．

3. 折返し点に着目した計算方法

前章での議論をもとに，写像による曲線の折返し点

に着目した位相的エントロピーの計算方法を提案する．

(i) 初期曲線 γ の決定

初期曲線 γ の与え方について述べる．アトラクタの

吸引領域にある点 xinit 及び適当なベクトル ξinit に対

して，あらかじめ決めておいた反復回数 k1回だけそれ

ぞれ写像 f，その Jacobi行列Df を作用させると，k1

が十分大きければ x0 = fk1(xinit)はアトラクタ上の

点に，また，ξ0 = Dfk1(xinit)ξinit/|Dfk1 (xinit)ξinit|
は x0 における最も不安定な方向の固有ベクトルにそ

れぞれ近づくと考えられる [8]．ξinit = (1, 0, . . . , 0)，

k1 = 1000 ととった．ここで，x0 の周りで ξ0 に沿っ

た微小な長さ δの直線を初期曲線 γ とする．なお，位

相的エントロピーの計算結果が，xinit，ξinit，k1，δ

にほとんど依存しないことを数値実験で確かめた．4.

の計算例では，δ = 5.0 × 10−3 とした．

(ii) 初期曲線 γ の近似

初期曲線 γ を次の N0 個の点からなる集合 S(0) で

近似する．

S(0) = {x(0)
1 , . . . , x

(0)
N0

} (13)

ここで，各点 x
(0)
i (i = 1, . . . , N0)は

x
(0)
i = x0 +

(2i − N0 − 1)δ

N0 − 1
ξ0 (14)

ととる．実際の計算では，N0 = 1000 とした．

(iii) 折返し点の個数 t1 の数え方

S(0)によって γを近似したため，f(S(0))が f(γ)の

近似を与えると考えられる．したがって，f(γ)の折返

し点の個数を f(S(0))の折返し点の個数によって近似

する．以下にその方法を記す．

f(x
(0)
i ) と f(x

(0)
i+1) (i = 1, . . . , Nk − 1) を線分で

結んだものを Line
(1)
i と表す．このとき，Line

(1)
i と

Line
(1)
i+1 の少なくとも一つの座標成分の符号が異なっ

ているとき，折返し点が一つあると数える．各 Linei

に対してカウントした折返し点の数の合計を t1とする．

(iv) f(S(0))に対する点の補間

Line
(1)
i (i = 1, . . . , N0)の長さを �

(1)
i とする．あら

かじめ決めておいた長さ ε に対して �
(1)
i > ε となっ

ていたら，点を補間する．あらかじめ決めておいた個

数 nint を用いて補間する点の個数は �
(1)
i nint/ε とし，

f(x
(0)
i )と f(x

(0)
i+1)の間に等間隔に置く．f(S(0))及び

補間した点の集合 C(1) を合わせた点の集合を S(1) =

f(S(0)) ∪ C(1) とする．実際の計算では，二次元の写

像に対しては ε = 10−2，三次元の写像に対しては

ε = 10−3 とし，nint = 100 とした．

以降，反復回数 kに応じて上に示した手順を繰り返し，

順次 tk と S(k) を求めていく．この方法を「折返し点

法」と呼ぶ．

4. 数値計算の例

4. 1 折返し点法の適用

3. で述べた折返し点法をいくつかの写像に対して

適用した結果を示す．ここでは，二次元の Ikeda 写
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図 3 Ikeda 写像 (15)（b = 0.9）に対する tk，Lk の
計算結果．k：写像の反復回数．●：折返し点法
y = log (tk + 1)．■：Jacobsらの方法 y = log Lk

Fig. 3 Computerd results of tk and Lk for the Ikeda

map (15) (b = 0.9). k: number of iter-

ates of map. ●: the turning point method

y = log (tk + 1). ■: the Jacobs method

y = log Lk.

像 [18]，三次元の Pickover写像 [19]，四次元対称的結

合非線形写像に適用した．なお，比較のため Jacobs

らの方法 [11]を用いた計算結果と，過去の研究で位相

的エントロピーが計算されたことのある写像に対して

は，その値も併記する．

4. 1. 1 二次元 Ikeda写像 [18]

二次元の Ikeda写像 [18]に対して折返し点法を適用

する．Ikeda写像は次の式で表される．

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

xν+1 = 1 + b(xν cos θν − yν sin θν)

yν+1 = b(xν sin θν + yν cos θν)

θν = 0.4 − 6

1 + x2
ν + y2

ν

(15)

パラメータは b = 0.9 とした．この写像に対する，

折返し点法，Jacobs らの方法の適用結果を図 3 に

示す．これより，位相的エントロピーの値は，折返

し点法では 0.6065 ± 0.0021，Jacobs らの方法では

0.6034 ± 0.0008 となった．なお，この写像に対して，

Davidchackら [16]が 0.602，Galiasら [13]が 0.6033，

Hirata ら [14] が 0.6066 ± 0.0069 と位相的エントロ

ピーの値を求めている．

4. 1. 2 三次元 Pickover写像 [19]

次の式 (16)で表される三次元写像 [19]を考える．こ

こではこの写像のことを Pickover 写像と呼ぶことに

する．

図 4 Pickover 写像 (16) アトラクタ
Fig. 4 Attractor of the Pickover map (16).

図 5 Pickover写像 (16)に対する tk，Lkの計算結果．k：
写像の反復回数．●：折返し点法 y = log (tk + 1)．
■：Jacobs らの方法 y = log Lk

Fig. 5 Computed results of tk and Lk for the Pick-

over map (16). k: number of iterates of map.

●: the turning point method y = log (tk + 1).

■: the Jacobs method y = log Lk.

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

xν+1 = sin (2.24yν ) − zν cos (0.42xν )

yν+1 = −zν sin (0.65xν) − cos (2.43yν)

zν+1 = sin xν

(16)

この写像のアトラクタを図 4 に示す．この写像に対

する折返し点法，Jacobs らの方法の適用結果を図 5

が得られた．これより，位相的エントロピーの値は折

返し点法では 0.4982 ± 0.0015，Jacobsらの方法では

0.4983 ± 0.0003 となった．

4. 1. 3 四次元対称結合非線形写像

次の式 (17) で表される四次元対称結合非線形写像

を考える．

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

xν+1 = 2x2
ν − 1.3xν + 0.2(yν + zν)

yν+1 = 2y2
ν − 1.3yν + 0.2(zν + wν)

zν+1 = 2z2
ν − 1.3zν + 0.2(wν + xν)

wν+1 = 2w2
ν − 1.3wν + 0.2(xν + yν)

(17)
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図 6 四次元対称結合非線形写像 (17) の tk，Lk の
計算結果．k：写像の反復回数．●：折返し点法
y = log (tk + 1)．■：Jacobsらの方法 y = log Lk

Fig. 6 Computed results of tk and Lk for the 4-

dimensional symmetric coupled nonlinear map

(17). k: number of iterates of map. ●: the

turning point method y = log (tk + 1). ■:

the Jacobs method y = log Lk.

この写像に対して折返し点法を適用した結果を図 6

に示す．これより，位相的エントロピーの値は折返

し点法では 0.1433 ± 0.0015，Jacobs らの方法では

0.1121 ± 0.0031（写像の反復回数 k = 23 ∼ 33），

0.3510 ± 0.0012 (k = 50 ∼ 60)となった．

以上，折返し点法を二，三，四次元の写像に対して

適用したが，いずれの次元においても位相的エントロ

ピーの値を見積もるのに十分な写像の反復回数まで折

返し点の個数を見積もることができていることが分か

る．更に，四次元対称結合非線形写像 (17)において，

写像の Jacobi 行列の最大絶対値の固有値の値が極端

に大きくなる点が存在するため正確に Lk の値を見積

もることができていないために Jacobs らの方法が適

用できないのに対して，折返し点法ではそのようなこ

とは起きていないことが分かる．

なお，折返し点法を適用する際に初期曲線を近似す

る点の個数 N0 を N0 = 500 から 3000 まで値を 100

ずつ上げて位相的エントロピーの値を測定し，その平

均値と標準偏差を求めたところ，Ikeda 写像 (15) で

は h(f) = 0.6066 ± 0.0010，Pickover写像 (16)では

h(f) = 0.4977 ± 0.0017，四次元対称的結合非線形写

像 (17)では h(f) = 0.1418 ± 0.0003 となった．した

がって，これらの写像では，位相的エントロピーの値

の N0 に対する依存性は大きくないと考えられる．

4. 2 カオスの判定

カオス的な力学系は，正の位相的エントロピーをも

つものが多い [1], [20]．そこで，折返し点法を用いて，

Ikeda写像 (15)の位相的エントロピーの値とカオスの

(a) 分 岐 図

(b) 位相的エントロピー h(f) とリヤプノフ指数 λ(f)

図 7 Ikeda 写像 (15) の分岐図と位相的エントロピー．
b：パラメータ．●：位相的エントロピー y = h(f)．
■：リヤプノフ指数 y = λ(f)

Fig. 7 Bifurcation diagram and topological entropy

of the Ikeda map (15). b: parameter. ●:

topological entropy y = h(f). ■: Lyapunov

exponent y = λ(f).

関係について調べた．図 7 は分岐図と位相的エントロ

ピーとリヤプノフ指数の計算結果を表す．位相的エン

トロピー h(f)の計算結果は，周期解に対応するほとん

どのパラメータ bの値に対して h(f) < 10−5，カオス

に対して正の値が得られた．したがって，h(f) < 10−5

を h(f) � 0 とみなすことにより，この場合はカオス

の判定ができそうである．ただし，分岐点付近，特

に b = 0.635 付近では，周期解であるにもかかわらず

h(f) � 10−3 が得られた．この理由としては，分岐点

付近ではかなり多くの写像の反復回数を必要とし，折

返し点法で用いた点の距離が短くなっていくため計算

誤差が生じることが考えられる．

この計算結果からも分かるように，カオスと位相的

エントロピーの間には密接な関係がある．しかし，位

相的エントロピーだけでカオスを判定することには注

意が必要である [20]．

4. 3 不安定方向が二つ以上ある場合

折返し点法は，初期曲線 γ を与えたとき写像を反復
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(a) リヤプノフ指数

(b) λdiff = λ1 − λ2

図 8 三次元 Kaneko 写像 (18)（a = 0.4）のリヤプノフ
指数（λ1 ≥ λ2 ≥ λ3），及び λdiff = λ1 − λ2

Fig. 8 Lyapunov exponents (λ1 ≥ λ2 ≥ λ3) and

λdiff = λ1 − λ2 of the 3-dimensional Kaneko

map (18) (a = 0.4).

するにつれ絶対値が最大の固有値の固有ベクトル方向

に fk(γ)は伸張されていくため，一次元的に扱えると

いう考えに基づいている．もし，写像の不安定方向が

2 方向以上ありそれらの固有値が互いに近い場合は，

最も不安定な方向に伸張されていくまでに写像の反復

回数が多数必要になり，収束性が劣化すると考えられ

る．ここでは，三次元 Kaneko写像 [17]

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

xν+1 = 0.4xν + 0.6(1 − by2
ν)

yν+1 = zν

zν+1 = xν

(18)

を例にとる．bはパラメータである．この写像のパラ

メータ bを変化させたときのリヤプノフ指数 λ1，λ2，

λ3 (λ1 ≥ λ2 ≥ λ3)及び λdiff = λ1 − λ2 の値をそれ

ぞれ図 8 に示す．

この図より，b = 2.225，2.3，2.4 の三つの値のと

き，折返し点法の有効性を確かめることにした．それ

ぞれのパラメータでの λdiff の値は，b = 2.225のとき

λdiff = 0.000141，b = 2.3 のとき λdiff = 0.022914，

図 9 三次元 Kaneko 写像 (18) の λdiff = λ1 − λ2 と単
調な区間の個数 (tk +1)の関係．k：写像の反復回数．
●：b = 2.225，λdiff = 0.000141．■：b = 2.3，
λdiff = 0.022914．▲：b = 2.4，λdiff = 0.036368

Fig. 9 Relationship between λdiff = λ1 − λ2 and

number of monotone intervals (tk + 1) of the

3-dimensional Kaneko map (18). k: number

of iterates of map. ●: b = 2.225, λdiff =

0.000141. ■: b = 2.3, λdiff = 0.022914. ▲:

b = 2.4, λdiff = 0.036368.

b = 2.4 のとき λdiff = 0.036368 である．折返し点法

を適用した結果，図 9 が得られた．この図によると，

確かに λdiff の値が大きいほど折返し点の個数 tk がほ

ぼ一定の指数的増大率になるまでに多くの写像の反復

回数が必要となることが分かる．

5. む す び

本研究では，写像 f : R
d → R

d に対して位相的エ

ントロピーを求めるための簡便で高次元にも適用可能

な計算手法について考えた．アトラクタを特徴づける

指標として写像により変換された曲線の折返し点の個

数に着目し，位相的エントロピーを求める計算法（折

返し点法）を提案した．アトラクタを特徴づける指標

として，周期点の個数 Pk，Jacobi 行列の最大固有値

の空間積分 Lk，全変動 Var(fk)，単調な区間の個数

(tk + 1)に着目し，logistic写像 (3)を例にとり，それ

ぞれの指数的増大率を見積もった．その結果，周期点，

全変動，単調な区間の個数については位相的エントロ

ピーを見積もるのに十分な写像の反復回数までほぼ同

じ指数的増大率を示したが，Jacobi行列の最大固有値

の空間積分については写像の反復回数がある程度以上

になるとこの指数的増大率から外れていった．この理

由は，Jacobi行列の最大固有値が極端に大きくなる点

があったため，数値計算により空間積分を求める際に

その点の寄与が過大に見積もられたためである．この

ことと，高次元写像においては周期点の個数を見積も

ることは難しいのに対して折返し点の個数は比較的求
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めやすいことを踏まえて，本研究ではアトラクタの折

返し点の個数に着目して位相的エントロピーを求める

計算法（折返し点法）を提案することにした．

折返し点法を Ikeda写像 (15)，Pickover写像 (16)，

対称的結合非線形写像 (17)に対して適用した結果，い

ずれの次元でも位相的エントロピーを見積もるのに十

分な写像の反復回数まで折返し点の個数を数えられて

いることが分かった．また，従来の方法では問題が生

じる写像に対しても折返し点の数を求めることがで

きた．

次に，折返し点法を用いてカオスの判定を行った結

果，おおむね判定できていると思われるものの定常解

で周期解となるパラメータにおいて位相的エントロ

ピーの値が正となる場合があるなど，カオスの判定が

行えていない場合があることが分かった．

最後に，写像の不安定方向が二つ以上ある場合，そ

れらのリヤプノフ指数の値が近いほど折返し点法を用

いたときの位相的エントロピーの収束性が劣化するこ

とを三次元 Kaneko写像 (18)に対して確かめた．

今後は，折返し点法の高次元写像への適用可能性を

考えるとともに，理論的根拠を更に探求していきたい．
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